О нахождении дискретного спектра характеристического уравнения теории переноса излучения на основе исследования сходимости последовательностей нулей бесконечной системы полиномов Штурма by Роговцов, Н. Н.
УДК 517.937
О нахождении дискретного спектра характеристического 
уравнения теории переноса излучения на основе 
исследования сходимости последовательностей нулей 
бесконечной системы полиномов Штурма
Роговцов Н.Н.
Белорусский национальный технический университет
1. При исследовании процесса многократного рассеяния 
света необходимо учитывать свойства решений 
характеристического уравнения теории переноса излучения 
(ТПИ) [1-3]. Данное уравнение относится к интегральным 
уравнениям третьего рода. Особый интерес для приложений 
ТПИ играет знание дискретного спектра и соответствующих 
ему собственных функций однородного характеристического 
уравнения. Хотя качественная теория указанного уравнения 
была развита еще в работах [1-3], вопросы, связанные с 
математическим обоснованием сходимости по­
следовательностей корней, полученных на основе процедуры 
усечения и задающих приближенные положения точек дискрет­
ного спектра, в литературе не рассматривались. В этой статье 
будет восполнен этот пробел.
Пусть С - множество комплексных чисел 
aS =[-zoo,-i]U[i,+ia>]. Множество всех последовательностей
удовлетворяющих условию
^(2(?w + .s) + l)(.s!/(.s + 27n)!)|&j|2 <+оо обозначим через 1:(т).
з=0
Бесконечную непрерывную дробь
+Д(«,+Д («2+•••)■')'' обозначим символом
Конечную непрерывную дробь будем
обозначать в виде a ; —, —
а, аг
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Решения однородных и неоднородных характер Ист 
уравнений в классе L2(-l, 1) биективным образом связанЧССКИх 
шениями в классе 12(т) следующей бесконечной системы С Ре' 
ных алгебраических уравнений: ЛИНей-
Здесь со е I; No = {0,1,2,...}; {ц(®)} - заданная, а {*(©)} Иско 
мая последовательности; для Vs,meNi Е, ~s>$, =s + 2m
v, = (2(m+J) + 1X1 - v...);A G (0,1) ; f,=-\p, (^)z(p)dp ; p .По 
2 -1
лином Лежандра; ^(а) -неотрицательная функция из класса
1
L2(-l ,1), которая нормирована условием jx(p)dp = 2 . При по-
-I
строении алгоритма решения указанных характеристических 
уравнений и системы (1) необходимо выявить свойства решений 
такой системы:
-лго6<(а>;л) + 1<»£16,(<э;л) = -t>,(a>),
ia>$,b°(a',n) - K,bt(6r,n) + ico£2b,(a>;n) = -ц(й>),
(®;«) “ (®;«) + iME'b' (<u; л) = -u._, (о),
/<»$'>Ьл_1(<»;л)-г./>,(й>;л) = л е N.
Обозначим через D .(со;т) =—-—DIKl(co;m), где
(л + 1)!
Dn^(co;m) - определитель (п+])-го порядка основной матрицы 
системы (2). Через 91 +| обозначим множество всех нулей
полинома Dntl(co;m), где р = р(п+1,т) - порядок этого 
полинома.
Теорема 1. Если для is,те No выполняются равенства 
u,(6o) = 0,v = то для V m е №
необходимым и достаточным условием существования 
нетривиального решения системы (1) в классе 12(т) является 
существование непустого множества 91 m корней уравнения
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=0 относительно Ле(0,1),
уДда)®2 У,(?и)®2
3 (й22;«)= 1; ° 1 ’ 1 ’
|\5 При этом справедливы такие утверждения: 1° для Vw 
2° бесконечная непрерывная дробь 
(3 (й;2-7и) )'“ - аналитическая функция в области |\(5lmU5), 
причем во всех точках, принадлежащих 51 т, она имеет полюса 
pro порядка; 3° для Vn е N функции (г„Зо(<у2;ги))-1Т„(<а;7и), 
(а; т) = (z о)" дг (к^г (®2; т))'
_ и (т)а>2
Зг(^2;т)=[1;-------------,
игде
vr+i(m)a)2
------ аналитичны в области
|\( 51„. U •$ ) и имеют полюса 1-го порядка в любой точке, 
принадлежащей 51 т; 4° 51 „ * 0; 5° если 51m#0, kj(m)e. (О, 1) и 
(й,(и)) е 51 ш, то (-zA,(w)) е 51 т (leN-,l - номер
положительного корня уравнения 3„(®2;ти) =0; корни 
нумеруются в порядке их возрастания); 6° если 51т*0, то для
справедливо равенство
+ X к-Л,2 (ik, (zn))f] — , причем 
и»1 r=i _
V(z*,(zzz))e5lm
4^з^2'>т)1 i
dco k<(m).
его правая часть - ограниченное число, отличное от нуля.
С использованием метода математической индукции можно 
выявить свойства коэффициентолв полиномов Dr+1 (а>; т), 
знание которых позволяет с учетом формы системы (2) доказать 
верность следующей теоремы.
Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, го имеют 
место такие утверждения: l°51m.p„+1 = {±ik,(m; р;и + 1)|/ = 1,и* 
л* = (р/2); У, =(zzz;p;zz + l)e/?+}; 2° для Vre N верна
рекуррентная формула
4+1(®;w) = -^ Dr(a>;m) + a2£rgr Dr^(a>;m), где
Er=l,gr=(i + ry'gr,Kr =(1 + гУ'/сг, ко=ко, Ьо(а),т) = \,
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D,3° для VneN полиномы HMeiQT
нули только первого порядка, причем число этих нулей чет 
(2<р<и + 1); 4° множество равно множеству Вс"°
нулей конечной непрерывной дроби Зо.п(а>;т) =
= К,*»' У,(т)а)2
■*’ 1 5
Ч,(”р02
1 ..... 1
; 5° для Vre N Dr(O;m)s
1
= (-1)'П^-> ; 6° если 'лт*0>то ДЛЯ 4(m)e'Ji
5=1 П
D„^(ik-,m), Dn(ik;m),D,(ik;m), Do(ik;m) является системой 
полиномов Штурма для уравнения Dntl(ik;m) = 0 по отношению 
Ней.
выполняются равенство
причем 3 п0 eN, что для любых конечных п > п
D„„(iks(m);m) 0-, 7° для VzA,(m)e9:{m *0
lim D (ik(m); m) = 0;; 8° для VЯ6^ система полиномов
H->+00
Теорема 3. Пусть выполнены допущения теоремы 1. Тогда 
для Vw е N° и V/ е N числовая последовательность 
{к,(т-,21-,21\
k,(m;2l;2l + Y), к,(т-,21 + 2-.21 + 2), £,(m;2/ + 2;2/ + 3), А,(т;2/ + 4;
21 + 4),...} является монотонно убывающей, причем для VZ е N 
существует предел Ьтк,(т;р(г,1п);г) = к'(т) и к’(т)>0.
Обозначим через и 'Л’п(Д) соответственно
множества всех чисел к,(т) и к'(т), которые принадлежат 
интервалу (0, р), где (3 е (0, 1).
Теорема 4. Допустим, что верны предположения теоремы 1. 
Тогда для Vw е N° и V/7 g (0, 1) множества и 9^(Д) 
равны друг другу.
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Теорема Пифагора в n-мерном пространстве
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В свое время Пифагор предсказал, что полное воплощение 
идеи о значении геометрических форм, человечество познает в 
эпоху Водолея, которая наступила вместе третьим 
тысячелетием.
Знаменитая теорема Пифагора на плоскости - это частный, 
но основополагающий случай обобщения теоремы на и-мерные 
евклидовы пространства.
Принятая теорема Пифагора в многомерном пространстве - 
это всего лишь квадрат длины вектора, квадрат полилинейной 
формы. Геометрическая иллюстрация - конфигурационная 
структура на плоскости: каждая гипотенуза становится катетом 
на следующем шаге, к квадрату катета прибавляется квадрат 
очередной координаты. По числу ненулевых координат 
определяется валентность полилинейной формы, но не 
размерность пространства.
Для формулировки обобщенной теоремы рассмотрим бином 
степени.
